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170 121 Engineering Mathematics II 

สรุป เรื่อง Matrix
อ.ดร.นวภัค เอื้ออนันต์
10 พฤศจิกายน 2547
1. เรื่อง การหา Determinant โดยใช้วิธีการการกระจาย Cofactor

1.1 การหา Cofactor Aij เราจะต้องมองภาพให้ออกว่า เวลาที่ Matrix A ถูกตัดแถวที่ i และ Column ที่ j ออกไปแล้วจะมีตัวเลขใดบ้างเหลืออยู่ 
ตัวอย่างที่ 1. จงหาค่าของ A12 และ A23 
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หลักการ: จะหาค่า A12 ต้องตัดแถวที่ 1 และ Column ที่ 2 ออก จะได้
จากนั้นอย่าลืมคูณข้างหน้าด้วย (-1)(1+2) จะได้
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การหาค่า A23 ก็ทำเช่นเดียวกัน คือตัดแถวที่ 2 และ Column ที่ 3 ออก จะได้
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จากนั้นจึงคำนวณ
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1.2 เรื่องการกระจาย Cofactor เราสามารถเลือกว่าจะใช้แถวหรือ Column ใดเป็นหลักก็ได้ แต่การ
คำนวณจะง่ายขึ้นถ้าเราเลือกแถวหรือ Column ที่มีสมาชิกเป็น 0 อยู่มาก
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ตัวอย่างที่ 2. จงหา Determinant ของ Matrix ต่อไปนี้
ขั้นที่ 1 เลือกแถวหรือ Column ที่จะเป็นหลัก ในข้อนี้จะเห็นว่า Column ที่ 1 มีสมาชิกเป็นเลข 0 ถึง 2 ตัว ดังนั้นเราควรจะเลือก Column ที่ 1 เป็นหลักในการกระจาย Cofactor

ขั้นที่ 2 เขียนสูตรการกระจาย Cofactor ในที่นี้เราใช้การกระจายแบบ Column เราจะต้องทำดังนี้

1. เลือกสมาชิกทุกตัวใน Column ที่ 1 มา
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 เราจะได้ 
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2. จากนั้นจึงเขียนเป็นสูตร
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โดยให้สังเกตว่า เลข Index ของ a และ A จะตรงกันเสมอ ไม่ว่าจะเป็นการกระจายแบบแถวหรือแบบ Column

3. คำนวณตามสูตรโดย ถ้าค่า a เป็น 0 เราไม่จำเป็นต้องคำนวณ Cofactor A ที่คู่กัน
ในที่นี้ 
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 ดังนั้นเราจะไม่คำนวณ 
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จะเหลือ 
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 ที่ต้องคำนวณ
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   จะเห็นว่าในสูตรของ 
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 มีแถวที่ซ้ำกัน 2 แถวดังนั้น 
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จะได้
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2. เรื่อง Elementary operation

ใช้สำหรับแปลง Matrix ให้อยู่ในรูปที่ง่ายขึ้น เช่นในเรื่องการแปลง Matrix ให้อยู่ในรูป Normal form หรือเรื่องการหา Inverse matrix โดยการแปลง [A : I] ให้เป็น [I : B] อย่างไรก็ตาม Elementary operation มีให้เลือกมากมายหลายอย่าง ซึ่งหากเลือก Operation ไม่เหมาะสมอาจจะเสียเวลาคำนวณมาก การทำความเข้าใจในหลักการเลือก Operation เป็นสิ่งสำคัญ ทุกครั้งที่เลือก Operation 1 operation ขึ้นมาใช้งาน เราจะต้องมองเห็นประโยชน์ว่า เลือกมาทำไม ถ้าเราจะไม่เข้าใจ เราจะหลงทาง 
2.1 การหา Inverse matrix โดยใช้ Elementary row operation มีหลักการพิจารณาการเลือก Operation มีดังนี้ (ห้ามใช้ Elementary column operation โดยเด็ดขาดสำหรับการหา Inverse matrix แบบนี้)

ตัวอย่างที่ 3. จงหา Inverse matrix ของ Matrix ต่อไปนี้โดยใช้ Elementary row operation

1. ตั้งเป้าหมายก่อนว่าจะแปลง Matrix ให้อยู่ในรูปใด
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เรามี Matrix ตั้งต้นคือ
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เป้าหมายคือเราจะต้องใช้ Elementary row operation แปลง Matrix ให้เป็น 
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2. แปลง Matrix [A : I ] ให้เป็นตามเป้าหมาย

2.1. ทำให้ a11 เป็น 1 ในที่นี้เรามีสามารถทำได้หลายวิธีเช่น
หารแถวที่ 1 ด้วย a11 หรือ สลับแถว 1 กับ แถว 2 ในที่นี้เราเลือกการหาร แถว 1 ด้วย a11 ซึ่งเท่ากับ 5
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2.2. ทำให้ a21, a31, และ a41 เป็น 0 โดยการ


2.2.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แล้วเก็บไว้ในแถว 2



2.2.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แล้วเก็บไว้ในแถว 3


2.2.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แล้วเก็บไว้ในแถว 4

(
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2.3 ทำให้ a22 เป็น 1 โดยการหารแถวที่ 2 ด้วย a22 ซึ่งเท่ากับ -1

(
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2.4 ทำให้ a12, a32, และ a42 เป็น 0 โดยการ


2.4.1 แถว 1 – (แถว 2)*a12 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.4.2 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แล้วเก็บไว้ในแถว 3


2.4.3 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แล้วเก็บไว้ในแถว 4

( 
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2.5 ทำให้ a33 เป็น 1 โดยการหารแถวที่ 3 ด้วย a33 ซึ่งเท่ากับ 8

( 
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2.6 ทำให้ a13, a23, และ a43 เป็น 0 โดยการ


2.6.1 แถว 1 – (แถว 3)*a13 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.6.2 แถว 2 – (แถว 3)*a23 แล้วเก็บไว้ในแถว 2


2.6.3 แถว 4 – (แถว 3)*a43 แล้วเก็บไว้ในแถว 4

(
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2.7 ทำให้ a44 เป็น 1 โดยการหารแถวที่ 4 ด้วย a44 ซึ่งเท่ากับ 10

(
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2.8 ทำให้ a14, a24, และ a34 เป็น 0 โดยการ


2.8.1 แถว 1 – (แถว 4)*a14 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.8.2 แถว 2 – (แถว 4)*a24 แล้วเก็บไว้ในแถว 2


2.8.3 แถว 3 – (แถว 4)*a34 แล้วเก็บไว้ในแถว 3

( 
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ได้คำตอบเป็น
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2.2 การใช้ Elementary operation ในการแปลง Matrix ให้อยู่ในรูป Normal form 
ในที่นี้เราสามารถใช้ Row operation หรือ Column operation ก็ได้ โดยมีเป้าหมายคือต้องการให้ Matrix อยู่ในรูป
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โดย 0 หมายถึง Zero matrix 

การวางแผนการเลือกใช้ Operation ต่างๆ จะคล้ายกับของการหา Inverse matrix ในตัวอย่างก่อน คือเราจะต้องรู้ว่าตำแหน่งใดที่ควรจะเป็นเลข 1 และตำแหน่งใดควรจะเป็นเลข 0 จากนั้นจึงเลือก Operation ที่ต้องการ
ประโยชน์ของการทำ Normal form คือใช้ในการตรวจสอบหา Rank ตัวอย่างของการทำ Normal form อยู่ในเรื่องการหา Rank

3. การหา Rank


Rank ของ Matrix A คือขนาดของ Matrix ย่อยของ A ที่โตที่สุดที่ Determinant มีค่าไม่เป็น 0 เราสามารถหาค่า Rank ได้จากการสุ่มหา Determinant ที่ไม่เป็น 0 ของเมตริกซ์ย่อย (Partitioned matrix) ของ A หรือการดูจาก Normal form ของ A แต่แนะนำให้ใช้การดูจาก Normal form จะดีกว่า
ไม่ควรใช้การสุ่มหา Determinant ของเมตริกซ์ย่อย (Partitioned matrix) ของ A เพราะมี Matrix ย่อยของ A มากมายหลายกรณี ซึ่งจะเสียเวลาในการตรวจสอบ ทางที่ดีควรทำให้เป็น Normal form จะแน่นอนกว่า ตัวอย่างเช่น ถ้าเรามี matrix ขนาด 4x4 แล้วจะใช้วิธีสุ่มหา Determinant ที่ไม่เป็น 0 ของเมตริกซ์ย่อยของ A เพื่อหาค่า Rank เราจะต้องคำนวณดังนี้ (ไม่แนะนำให้ใช้วิธีนี้)
1. คำนวณ Determinant ของ A ขนาด 4x4 ถ้าโชคดีพบว่า Det ไม่เป็น 0 ก็ตอบ rank เท่ากับ 4 แต่ถ้าพบว่าเป็น 0 แสดงว่า Rank < 4 ต้องคำนวณต่อไปในข้อ 2 

2. คำนวณ Determinant ของเมตริกซ์ย่อย A ขนาด 3x3 ซึ่งมีทั้งหมด 16 ตัว ถ้าโชคดีพบว่ามี Det บางตัวไม่เป็น 0 ก็ตอบ rank เท่ากับ 3 แต่ถ้าพบว่าเป็น 0 แสดงว่า Rank < 3 ต้องคำนวณต่อไปในข้อ 3


3. คำนวณ Determinant ของเมตริกซ์ย่อย A ขนาด 2x2 ซึ่งมีทั้งหมด 36 ตัว ถ้าโชคดีพบว่ามี Det บางตัวไม่เป็น 0 ก็ตอบ rank เท่ากับ 2 แต่ถ้าพบว่าเป็น 0 แสดงว่า Rank < 2 ต้องคำนวณต่อไปในข้อ 4


4. ถ้าพบว่ามีสมาชิกบางตัวของ A ไม่เป็น 0 แสดงว่า rank เป็น 1
จะเห็นว่าถ้าโชคไม่ดีเราจะต้องคำนวณ Determinant หลายครั้งมาก กว่าจะได้คำตอบ จะทำให้เสียเวลา อย่าลืมว่าการคำนวณก็เป็นการลงทุนอย่างหนึ่ง ต้องมีค่าใช้จ่าย ต้องเสียเวลา และอาจจะเสียคะแนนถ้าทำผิด ดังนั้นเราจะต้องฉลาดในการเลือกวิธีการคำนวณที่มีประสิทธิภาพมากที่สุด
วิธีการหา Rank จากการดู Normal form ของเมตริกซ์ A

1. แปลง A ให้อยู่ในรูป Normal form โดยใช้ Elementary row operation และ Elementary column operation


2. ดูว่าขนาดของ Matrix I ที่อยู่ใน Normal form ของ A มีค่าเท่าใด ตัวเลขค่านี้จะเป็น Rank ของ A เนื่องจากว่า Normal form ของ A สมมูลกับ A จะได้ Rank เป็นตัวเดียวกัน
ตัวอย่างที่ 4. จงหา Rank ของ Matrix A ต่อไปนี้
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วิธีทำ 
1. ตั้งเป้าหมายก่อนว่าจะแปลง Matrix ให้อยู่ในรูปใด ในที่นี้เราต้องการ Matrix เป้าหมายเป็น Normal form ซึ่งอาจเป็นได้หลายแบบเช่น
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หรือ
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หรือ
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หรือ
[image: image31.wmf]1000

0000

0000

0000

éù

êú

êú

êú

êú

ëû


ซึ่งเราไม่ทราบแน่ชัด ขึ้นกับว่า Matrix A จะมี Rank เท่าใด
2. ทำ Elementary row หรือ column operation เพื่อให้ได้ Normal form

(ในที่นี้การทำ Normal form เราสามารถใช้ทั้ง row หรือ column operation ก็ได้ ผิดกับการหา inverse matrix หรือการหาคำตอบของสมการที่เราจะต้องใช้ Row operation เพียงอย่างเดียวเท่านั้น)
2.1 ทำให้ a11 เป็น 1 
2.1.1 สลับแถว 1 กับแถว 3 (เพราะว่า เลข 7 หารลำบาก) 

[image: image32.wmf]7212

0263

2340

04210.5

--

éù

êú

êú

êú

êú

--

ëû

(
[image: image33.wmf]2340

0263

7212

04210.5

éù

êú

êú

êú

--

êú

--

ëû


2.1.1 หารแถว 1 ด้วย a11 
(
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2.2 ทำให้ a21, a31, และ a41 เป็น 0 โดยการ
2.2.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แล้วเก็บไว้ในแถว 2 (จริงๆในข้อนี้ไม่ต้องทำอะไรเพราะ a21 เป็น 0 อยู่แล้ว)
2.2.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
2.2.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 (จริงๆในข้อนี้ไม่ต้องทำอะไรเพราะ a41 เป็น 0 อยู่แล้ว)
(
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2.3 ทำให้ a22 เป็น 1 โดยการหารแถว 2 ด้วย a22
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2.4 ทำให้ a12, a32, และ a42 เป็น 0 โดยการ


2.4.1 แถว 1 – (แถว 2)*a12 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.4.2 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แล้วเก็บไว้ในแถว 3


2.4.3 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แล้วเก็บไว้ในแถว 4

(
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2.5 ทำให้ a33 เป็น 1 โดยการหารแถว 3 ด้วย a33

(
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2.6 ทำให้ a13, a23, และ a43 เป็น 0 โดยการ


2.6.1 แถว 1 – (แถว 3)*a13 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.6.2 แถว 2 – (แถว 3)*a23 แล้วเก็บไว้ในแถว 2


2.6.3 แถว 4 – (แถว 3)*a43 แล้วเก็บไว้ในแถว 4

(
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หมายเหตุ ความจริงในข้อนี้เราจะหยุดทำตั้งแต่ 2.6 ก็ได้เพราะว่า ตอนนี้เราได้ Upper triangular matrix แล้ว ซึ่ง Determinant ของ Upper triangular matrix หาได้จากการคูณสมาชิกในแนวทะแยงทั้งหมด ในข้อนี้จะเห็นว่า Determinant ของ Upper triangular matrix ในข้อนี้ไม่เท่ากับ 0 ดังนั้น Rank ของ Upper triangular matrix ตัวนี้จึงเป็น  4 และเนื่องจาก matrix นี้สมมูลกับ A ดังนั้น A จึงมี Rank เท่ากับ 4 ด้วย

2.7 ทำให้ a44 เป็น 1 โดยการหารแถวที่ 4 ด้วย a44
(
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2.8 ทำให้ a14, a24, และ a34 เป็น 0 โดยการ


2.8.1 แถว 1 – (แถว 4)*a14 แล้วเก็บไว้ในแถว 1



2.8.2 แถว 2 – (แถว 4)*a24 แล้วเก็บไว้ในแถว 2


2.8.3 แถว 3 – (แถว 4)*a34 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
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ในที่นี้เราได้ Normal form ของ A เป็น I4 ดังนั้น A มี Rank เท่ากับ 4

หมายเหตุ เราจะนับ Rank ได้จากจำนวนแถวหรือ Column ที่ไม่เป็น 0 ของ matrix Normal form

4.การหาคำตอบของระบบสมการเชิงเส้น

วิธีการหาคำตอบของระบบสมการเชิงเส้นมี 3 วิธีคือ

4.1 การหาคำตอบโดยใช้ Inverse matrix เหมาะกับระบบที่มีสมการจำนวนไม่มากเช่น 2-3 สมการ

4.2 การหาคำตอบโดยใช้ Cramer’s rule เหมาะกับระบบที่มีสมการจำนวนไม่มากเช่น 2-3 สมการ

4.3 การหาคำตอบโดยวิธีการของ Gauss-Jordan เหมาะกับระบบที่มีสมการจำนวนมาก
แต่ละวิธีมีข้อดีข้อเสียต่างกัน เราต้องเลือกให้เหมาะสม
ตัวอย่างที่  5. การหาคำตอบโดยใช้ Cramer’s rule
จงหาคำตอบของระบบสมการ
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วิธีทำ
1. เขียนโจทย์ให้อยู่ในรูป Matrix

(
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2. หา Determinant ของ A
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3. หาค่า x


[image: image45.wmf]013

014

511

5

det()6

x

A

-

-

--

==


4. หาค่า y
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5. หาค่า z
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ตัวอย่างที่ 6 การหาคำตอบโดยวิธีการของ Gauss-Jordan

จงหาคำตอบของระบบสมการ
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วิธีทำ 
1. เขียนโจทย์ให้อยู่ในรูป Matrix

(
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2. สร้าง Augmented matrix
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3. ตั้งเป้าหมายก่อนว่าจะแปลง Matrix ให้อยู่ในรูปใด ในการหาคำตอบของระบบสมการ เราต้องการ Matrix เป้าหมายเป็น
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โดย  … ใน Matrix นี้หมายถึงเลขอะไรก็ได้
4. ทำ Elementary row operation เพื่อแปลงให้ Augmented matrix กลายเป็น Matrix เป้าหมาย
(ในการหาคำตอบของสมการที่เราจะต้องใช้ Row operation เพียงอย่างเดียวเท่านั้น ห้ามใช้ Column operation เด็ดขาด)
4.1 ทำให้ a11 เป็น 1 โดยการหารแถว 1 ด้วย a11 (ในที่นี้ไม่ต้องทำอะไรเพราะ a11 เป็น 1 อยู่แล้ว)
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4.2 ทำให้ a21, a31, และ a41 เป็น 0 โดยการ
4.2.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แล้วเก็บไว้ในแถว 2 
4.2.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
4.2.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
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4.3 ทำให้ a22 เป็น 1 โดยการหารแถว 2 ด้วย a22
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4.4 ทำให้ a32, a42 เป็น 0 โดยการ
4.4.1 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
4.4.2 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
(
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4.5 ทำให้ a33 เป็น 1 โดยการหารแถว 3 ด้วย a33
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4.6 ทำให้a43 เป็น 0 โดยการ
4.4.2 แถว 4 – (แถว 3)*a43 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
(
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4.7 ทำให้ a44 เป็น 1 โดยการหารแถว 4 ด้วย a44
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5. คำนวณคำตอบจาก Matrix ที่ได้

5.1 จากสมการที่ 4 เราได้ w = -1


5.2 จากสมการที่ 3
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เราได้ z = 0

5.3 จากสมการที่ 2
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เราได้ y = 4


5.4 จากสมการที่ 1

[image: image61.wmf]2238
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เราได้ x = 3

ดังนั้นเราได้คำตอบ

x = 3, y = 4, z = 0, w = -1

6.ตรวจคำตอบ ให้แทนค่าที่ได้ลงในสมการในโจทย์ เช่น
สมการที่ 2

2(3)-3(4)-4(0)+(-1) = -7

ได้ค่าที่ถูกต้อง แสดงว่าคำตอบถูกต้องแล้ว
โดยสรุป ขั้นตอนการทำ Elementary row operation สำหรับการหาคำตอบของระบบสมการ 4 ตัวแปรจะเป็นดังนี้
1 ทำให้ a11 เป็น 1 (โดยการหารแถว 1 ด้วย a11 หรือการสลับแถว หรือการบวกลบแถว ก็ได้)
2 ทำให้ a21, a31, และ a41 เป็น 0 โดยการ
4.2.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แล้วเก็บไว้ในแถว 2 
4.2.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
4.2.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
3 ทำให้ a22 เป็น 1 (โดยการหารแถว 2 ด้วย a22 หรือการสลับแถว หรือการบวกลบแถว ก็ได้)
4 ทำให้ a32, a42 เป็น 0 โดยการ
4.4.1 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
4.4.2 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
5 ทำให้ a33 เป็น 1 (โดยการหารแถว 3 ด้วย a33 หรือการสลับแถว หรือการบวกลบแถว ก็ได้)
6 ทำให้a43 เป็น 0 โดยการ
4.4.2 แถว 4 – (แถว 3)*a43 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
7 ทำให้ a44 เป็น 1 (โดยการหารแถว 4 ด้วย a44 )
ในการหาคำตอบสำหรับ Matrix ขนาดอื่นๆก็มีหลักการเช่นเดียวกันคือ พยายามใช้  Row operation ทำให้ Matrix กลายเป็น Upper triangular matrix แล้วจึงหาคำตอบ
ตัวอย่างที่ 7 จงหาคำตอบของระบบสมการ
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ข้อนี้มีสมการ 4 สมการ 4 ตัวแปร เราควรใช้วิธีการของ Gauss-Jordan
วิธีทำ 1. เขียนโจทย์ให้อยู่ในรูป Matrix
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2. สร้าง Augmented matrix

( 
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3. ตั้งเป้าหมายเป็น
( 
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4. ทำให้ a11 เป็น 1 โดยการหารแถว 1 ด้วย a11
( 
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5. ทำให้ a21, a31, และ a41 เป็น 0 โดยการ
5.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แล้วเก็บไว้ในแถว 2 
5.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
5.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
( 
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6. ทำให้ a22 เป็น 1 เราสามารถทำได้หลายวิธี เช่น หารแถว 2 ด้วย a22 อย่างไรก็ตาม การหารอาจทำให้ได้เลขไม่ลงตัว ซึ่งจะยุ่งยากในการคำนวณต่อไป เราอาจจะใช้ทางเลือกอื่นเช่น ในข้อนี้ เราจะใช้
เอาแถว 2 + แถว 3 แล้วเก็บผลลัพธ์ไว้ในแถว 2 
( 
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7. ทำให้ a32, a42 เป็น 0 โดยการ
4.4.1 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แล้วเก็บไว้ในแถว 3
4.4.2 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
( 
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8. ทำให้ a33 เป็น 1 โดยการเอาแถว 3 + (แถว 4)*9 แล้วเก็บผลลัพธ์ไว้ในแถว 3 
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9. ทำให้a43 เป็น 0 โดย เอาแถว 4 – (แถว 3)*a43 แล้วเก็บไว้ในแถว 4 
( 
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10 คำนวณคำตอบจาก Matrix ที่ได้

10.1 จากสมการที่ 4 เราได้ w = 5


10.2 จากสมการที่ 3 คือ 
[image: image72.wmf]41201
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 เราได้ z = 4


10.3 จากสมการที่ 2 คือ 
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เราได้ y = -2


10.4 จากสมการที่ 1 คือ 
[image: image74.wmf]2316
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เราได้ x = 3

เราได้คำตอบเป็น x = 3, y = -2, z = 4, w = 5

11. ตรวจคำตอบ
จากสมการที่ 1 จากโจทย์
2(3)+4(-2)+6(4)+2(5) = 32   OK !
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